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(adaptive filters)

���������� - 	
��� Wiener

��������� - ���������LMS

E�������
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�n(z)y(n) y(n)

$	���������%�hn(k) �����&���	���
�'���	�"��	�!"n.

�� ������������ �
��� (��� �� ���
������ ���� ����) �
���
(��� ���) FIR �
��� �� ����!���������� �����������. "�
����������� h(k) ����!�������� ����������� ����� n ��

������ ���� #����� �����#���������� �������� �������-
���������.

��&�
���%��	�
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�� ������ en ���$���� ��� ���%����� ��� � ���������%�� ��� ���
�	(�!
��)�	(�!
��)� �����. �� � �� ���� en ����������
��� ��� ���
������� ������������#�h(k)

*	�+	����� ���'	�����
�
����

����!����

����+��

x(n)
����	�


y(n)    

�	(�!
�"

����	�
d(n)

+

����!� en

_
�n(z)

&���� 

%�� 
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x(n) y(n)
�n(z)

d(n)
+

en

_

z-1 z-1 z-1z-1

������!��"������������&�

�

h(0)    h(1)    h(2)   h(3)     h(4)

x(n)

y(n)

d(n)

�� �
��� ���� ���� 5 �������������� ����!�������� #���������
�� ���������
 � ����������
��� ��� ���������

Adaptive FIR �
���
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M,...,0n)kn(x)k(h)n(y
1N

0k

��� �
�

�

)n(y)n(den ��

Adaptive FIR ������ - �����	�!��

�
�

�
M

0n

2
neJ

O� �����������h(k) !
������� ����� ����������
��� ��� ����������$
���������e2 ��� ��� �� ����
� n ��� � �����.

'���% �������������
��� ��� ���
������:
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2M

0n

1N

0k

M

0n

2
n )kn(x)k(h)n(deJ � ��

�

�

��
�
�

�
�
�

	
����

� ���
�

�

�

�

�

��

�
��
1N

0k

1N

0k

1N

0l
xxdx

M

0n

2 )lk(r)l(h)k(h)k(r)k(h2)n(d

�
�

�����
M

0n
dx 1Nk0)kn(x)n(d)k(r

�
�

�����
M

0n
xx 1Nk0)kn(x)n(x)k(r

,����	�!��(���%'�	�)

rdx = ������������� ����($d ��� x:

rxx = ������������� ��� x:
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���'	�����
�
���J
������
Wiener-Hopf

�����



1Nm00

)m(h
J

1Nm0)m(r)mk(r)k(h dx

1N

0k
xxopt ������

�

�

)�)���� ��� �
�����
����::

hhoptopt rrxxxx==rrdxdx

J

hopt(k)

Jmin
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�����'	�������!�

)m(r)mk(r)k(h dx

1N

0k
xxopt ������������

����

����
*������$�� � ���� �� Wiener-Hopf :

%��. ����������!��������������������, 

�� ������ J �
��� �������� ��� ���� ����( ���� :

��

� ��

� ���

� ���

�

��

�

�

�

��

�

�

�

�

�

��

�

�

�

�

�

��

��

�
��

��
��

��
��

1N

0k
dxopt

M

0n

2

dx

1N

0k

1N

0k
optdxopt

M

0n

2

1N

0k

1N

0k

1N

0l
xxoptoptdxopt

M

0n

2

1N

0k

1N

0k

1N

0l
xxdx

M

0n

2
min

)k(r)k(h)n(d

)k(r)l(h)k(r)k(h2)n(d

)lk(r)l(h)k(h)k(r)k(h2)n(d

)lk(r)l(h)k(h)k(r)k(h2)n(dJ

J

hopt(k)

Jmin
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���%����� (5 ����
�)

����
����

����������������
19

0n
xx 4k0)kn(x)n(x)k(r ����

����

����������������
19

0n
dx 4k0)kn(x)n(d)k(r

-0 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7 -8 -9 -10 -11 -12 -13 -14 -15 -16 -17 -18 -19

y0 y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 y10 y11 y12 y13 y14 y15 y16 y17 y18 y19

�
�

��
4

0k

)kn(x)k(h)n(y

4m0)m(r)mk(r)k(h dx

4

0k
xx ��������������������

����
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���%����� - �
��� 1����(���

x(n) y(n)    

d(n)

+

en

_h

y(n)=hx(n)

en=d(n)-hx(n)

��
�

����

���

��

���

��

M

0n

M

0n

2
M

0n

2

M

0n

2
M

0n

2
n

)]n(hx)n(d[2)]n(hx[)]n(d[

)]n(hx)n(d[eJ

��

� �

�

�

�����




M

0

M

0n

2
opt

M

0

M

0

2
opt

)n(x)n(d)]n(x[h

0)n(x)n(d2)]n(x[h20
h
J

J

ho(k)

hopt rxx=rdx

��������



11 / 34��������	�
 ��	

���������� �
���
��������
�������	�� 2006           �. ��������� ��� – ����� �����!��"�

���%����� - �
��� 1����(���(��������)

��
� �
��� � ��������� ��� ���������en ���� � �� x(n)??

0)]n(x[
)]n(x[

)]n(x)n(d[
)]n(x)n(d[

)]n(x[h)]n(x)n(d[

])n(x)][n(xh)n(d[)n(xer

M

0n

2
M

0n

2

M

0n
M

0n

M

0n

2
opt

M

0n

M

0n
opt

M

0n
nxen

������������

������������

����������������

����
����

����
����

��������

��������

����

����

����

����

��������

��������

*
��+"������!� en ����	��(��&�	�!����"!� x(n)
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 �+�	��)���	��	����(�������


��%'��!����("�
���'�����

����!���� ������!� en ����	

��(��&�	�!����"!� x(n).

*
��+" �{e(n)x(n)}=0
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����	��	�"(�&�
�
 (Wiener)

y(n)=�T -n ���� -n=[xn xn-1…xn-(N-1)]�

��� �=[h(0) h(1)….. h(N-1)]T ,  (� = ���������)

���
������ �� ������ en �������: 

en=y(n)-d(n)= �T -n-d(n)  

+�� �� ���������� ������: �
�� HXXHHX2d(n)(n)de T
nn

TT
n

22
n

RHHHP2�}HXXH{E}HX2E{d(n)(n)}d{E}E{eJ TT2T
nn

TT
n

22
n 



��������



������������

�2 �
��� � %���$����� ��� d(n), P=E{d(n)xn} �
��� �� , %���������%�������
������������������($d(n)  ��� -n %��. P=[rdx(0), rdx(1) .....rdx(N-1)]T

+�� R � (,xN) �
�������������������: R=E{xnxn
T} '��. Rij=rxx(i-j)
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� �������� �������J ��������� �
� ��������� ��� ����% �
�������� ��� �
��� ��������� ���� ��� ��� ����%��� ��������. 

�
���� RH2P2
dH
dJ

PRH 1
opt

��

J

hf(k) ho(k)

"� !�������� �����������

)�� �������� �� %�$���#��� �������� ���� ����
 ��

����������
 ��%��%����� ! ���� %���% ��������� 
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,����
�
����������Wiener 
«�� ���������	»
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$ �����	(!��LMS 
(Least Mean Squares)


���� �������������������������������������

&
���� �� �������� ��� ��������� J �� %��%����� ! ���� ���
!��
������ ����������� (!������ �J) ������������J.

�����������:

� �� �$����� �
��� ����	��

� "� �����(��������) h(k) 

����������	�����������	� ����������� ����� n

%���% h(k)=hn(k)

J

hf(k) ho(k)



17 / 34��������	�
 ��	

���������� �
���
��������
�������	�� 2006           �. ��������� ��� – ����� �����!��"�

H ��
������
����������#�h(k) �
����� �$����� �����������#%� �����

hhnn((kk) = ) = hhnn--11((kk) + ) + !! eennxx((nn--kk)) 0�k�N-1 n=0,1,2 …-

*���

� en=d(n)-y(n) �
��� �� �����	

� � �
��� �� �	��, �
� ����������� ����
��� ������$����
�$�������

� .�� �(�������� ������������ � ���������� �����( ������ ���#�:

���� Px=� ���$���� � �����

� e(n)x(n-k) �
��� �
� ��������� (��� �������$) ���!�������(�J)

$ �����	(!��LMS -,����
�


xNP
1

�0 �� �
�


�
M

0n

2
x )n(x

1M
1

P
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$ �����	(!��LMS -����%��.�

� �$��� ��� ����
���� Jmin �
����� ���� ���!�����������n

��%��%����� ! ���� : ��nn+1+1 = = ��nn ––!! ��������nn

���� �n={hn(k)   k=0,…N-1}�

T

nnnn
n )1N(h

J
,..

)1(h
J

,
)0(h

J
H
J

�
�
�

�
�
�

�










�




��

J

ho(k)

Jmin
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� ���
���� ���!��������
����� !���� ��� ��	�!	�������������

��� �
���:

nn
n

n
n

n

nn
n

n

n
n

n

2
n

n Xe2
H
y

e2
H

)y(d
e2

H
e

e2
H
eˆ ��




��



�
�




�




��

�n+1 = �n +2 en ! Xn

������� Widrow-Hopf

$ �����	(!��LMS -����%��.�
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���%����� - �
��� 1����(���

x(n) y(n)    

d(n)

+

en

_h

J

ho(k)

hopt rxx=rdx

y(n)=hx(n)      en=d(n)-hx(n)

���

��

���

��

�
�

����

M

0n

M

0n

2
M

0n

2

M

0n

2
M

0n

2
n

)]n(hx)n(d[2)]n(hx[)]n(d[

)]n(hx)n(d[eJ


��
h
J

�hh n1n



��


�)���
�
��)�
� ���+	��� ('�������%��	�
): h=hn0
h
J
����





)0(r2)0(hR2)n(x)n(d2)]n(x[h2
h
J

dxxx

M

0

M

0

2 ����



� �

)0(r�2h)]0(R�21[)]0(r2)0(Rh2[�hh dxnxxdxxxnn1n 
������ 


H(z)=az-1H(z)+b�H(z)=b/(1-az-1)�|a|<1 ��� ���������
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���%����� - �
��� 1����(��� (��������)


��
h
J

�hh n1n



��


����%��	�
�
��)�
� !���������	(!�LMS0
h
J
����





)n(xe2
h

)]n(hx)n(x[
e2

h
)]n(y)n(x[

e2
h
e

e2
h
e

h
J

nn
n

2
n ��



�
�



�
�




�




�





)n(xe�2h)]n(xe2[�hh nnnn1n 
����� 
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/������������ ����
���� LMS

NLMS (normalized LMS)

SELMS (sign-error LMS)

SDLMS (sign-data LMS)

SSLMS (sign-sign LMS)
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NLMS- normalized LMS

)���NLMS �� ! �� �$�������! ����!������ �$����� �����
(�������
�) ���$��� � �����

���� ����������� ���$��� �$������

)�� �� �� %����$���� ���������

� ��������� (�$�������) ���
����
����LMS ��� NLMS 
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SELMS (sign-error LMS)

�
�

�
�

�

��

�

�

�

�
� �

0e1
0e0
0e1

]esgn[����

)kn(x]esgn[�)k(h)k(h

n

n

n

n

n1nn

xNP
1

�0 ��
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SDLMS (sign-data LMS)

�
�

�
�

�

��

�

�

�

�
� �

0x1
0x0
0x1

]xsgn[����

)]kn(xsgn[e�)k(h)k(h n1nn

xNP
1

�0 ��
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SSLMS (sign-sign LMS)

�
�

�
�

�

��

�

�

�

�
� �

0z1
0z0
0z1

]zsgn[����

)]kn(xsgn[]esgn[�)k(h)k(h n1nn

xNP
1

�0 ��
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����!��"1

 ��+�	�
 (���!��	�"�) ���!!"�
(line enhancer)

x(n)

z-*
d(n)

Hn(z)
+

_      �

en

y(n)

x(n-*)

�� ������������ �������

�� �	����� ��x(n-�) 
������!������������

���������	��d(n)=x(n)

��������� ����� ��������� � �� (�������� ���� ) ��� !
������
���� �������� ���������������� ����������� ���� � ��. 
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'
����� �� � �� x(n)=sin(2�/50n) +noise(n) 
���� � ���!��noise(n) �
��� Gaussian ��� ��2 =1 
��������������� �� ��������� � ��. 
'=1, �=0.01 ��� ,=20. �������������LMS ��������

�)�� ��������� � �� ����������� ���!� �2=1. 

!) � !��������� �(�%����� line enhancer (��� �� �%�����
��
����).

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
-2

0

2

'�����

(/)

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
-5

0

5


�
�
��
�

(�)
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����!��"2
�������
�
����"!����

(system identification)

0���"��	�

1��)/��

�������

�)��
!�

Adaptive
FIR filter

+

_

x(n)

d(n)

y(n)

en

�"!� ����!�

�	���������	������������	����
�����������	���. ��

������� �����	 �	 ���������� adaptive FIR filter.
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�
���	�������
����"!���� (inverse system identification)
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�����	.
(��)/��
(Adaptive noise canceler)

)]n(x̂)n(x)[n(s2)]n(x̂)n(x[)n(se 222
n �
�
�

)n(x̂)n(x)n(s

)n(x̂)n(yen

�
�

���

)]}n(x̂)n(x)[n(s{E2)}n(x̂)n(x{E)}n(s{E}e{E 222
n �
�
�

222
n )}n(x̂)n(x{E)}n(s{E}e{E �
�

222
n )}n(x̂)n(x{Emin)}n(s{E}e{Emin �
�

1���/��x2(n)
���'��	�!%���

!�x(n)

Adaptive
FIR filter

+

_

y(n) =s(n)+x(n)

en

�"!�

�"!� s(n)     
+(���/��x(n)

x2(n) )n(x̂


 " �� �	��-��#����������������� ���������	����� �� !
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Matlab demos and commands

LMS Adaptive Equalization lmsadeq
LMS Adaptive Linear Predictionlmsadlp
LMS Adaptive Noise Cancellation lmsdemo
LMS Adaptive Time-Delay Estimationlmsadtde
Nonstationary Channel Estimationkalmnsce
RLS Adaptive Noise Cancellationrlsdemo

adaptlms, adaptnlms,
adaptrls, adaptsd, 
adaptse, adaptss
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��- ��� ����
1. 0���������������� delay �������
�������$��� ���
������

���� �����

2. &�
�����������������hopt ��� ����(
���� Wiener-Hopf ���
����
����� �������������������� lms ����
����.

3. �������$����� ��� ���#���� ����������$�$�������!

4. )���
������������
�������� matlab (adaptlms, adaptsd, 
adaptse, ��� adaptss)

5. 1������
����� ���� ���������� ������ ��� ��� �����

����
��10, ��� ����������
������� ����$������ ��� LMS 
����
����


